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Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèß
Ðàññìîòðåíà ñâßçàííàß ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è äèíàìè÷åñêîãî
óðàâíåíèß äëß ãðàâèòèðóþùåãî íåéòðàëüíîãî ñêàëßðíîãî ïîëß ñ îòðè-
öàòåëüíûì êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì. Ðåäóêöèß ýòîé ñèñòåìû â ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ çàäàííîé íåòðèâèàëüíîé òîïî-
ëîãèåé ïðèâîäèò ê êðàåâîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß äëß ñèñòå-
ìû ÎÄÓ ïßòîãî ïîðßäêà. Ïîëó÷åíî åäèíñòâåííîå, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðå-
îáðàçîâàíèß çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîå ÷àñòèöå-
ïîäîáíîå ðåøåíèå, ñõîäíîå ïî ñâîéñòâàì ñ õîëîäíîé òåìíîé ìàòåðèåé.
The coupled system of the Einstein equations and a dynamic equation
for the gravitating neutral scalar ﬁeld with the negative kinetic term is
considered. Reduction of the system in the spherically symmetric space-
time with given nontrivial topology leads to a boundary eigenvalues prob-
lem for a ﬁfth order ODE's system. Up to the mirror symmetry the unique
asymptotically ﬂat particle-like solution, speciﬁcally similar to cold dark
matter is obtained.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèß Ýéíøòåéíà; ñêàëßðíîå ïîëå; òîïîëîãèß
R× R#RP3.
Keywords: Einstein equations; scalar ﬁeld; topology R× R#RP3.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãðàâèòèòóþùèõ ñèñòåì ïîëåé äî íåäàâíåãî âðåìåíè
ðàññìàòðèâàëèñü â îñíîâíîì â ñâßçè ñ ïðèíöèïèàëüíûì âîïðîñîì î ðîëè ãðàâè-
òàöèè â ìèêðîìèðå. Îäíàêî îòêðûòèß íàáëþäàòåëüíîé êîñìîëîãèè ïîñëåäíèõ ëåò
è èõ àíàëèç [1, 2, 3] â êîðíå èçìåíèëè ñèòóàöèþ, ßâíî óêàçûâàß íà íàëè÷èå âî
Âñåëåííîé ãðàâèòèðóþùåé ìàòåðèè íå áàðèîííîãî òèïà (õîëîäíîé òåìíîé ìàòå-
ðèè). Ñðàâíåíèå ïàðàìåòðîâ ýôôåêòèâíîãî óðàâíåíèß ñîñòîßíèß ñ äàííûìè íà-
áëþäåíèé è îãðàíè÷åíèß íà âîçìîæíûå ñå÷åíèß âçàèìîäåéñòâèß òåìíîé ìàòåðèè
ñ èçâåñòíûìè ÷àñòèöàìè ïîêàçûâàþò, ÷òî îäíîé èç ñàìûõ ïåðñïåêòèâíûõ ìîäå-
ëåé íîâîé ôîðìû ìàòåðèè ßâëßåòñß íåéòðàëüíîå ñêàëßðíîå ïîëå ñ ýôôåêòèâíûì
îòðèöàòåëüíûì äàâëåíèåì. Òàêîå ñêàëßðíîå ïîëå îïèñûâàåòñß ñëàãàåìûì ñ ìèíè-
ìàëüíîé ñâßçüþ è îòðèöàòåëüíûì êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì â ëàãðàíæèàíå âçàèìî-
äåéñòâèß [4, 5]. Ïîëíîå äåéñòâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Σ = − 1
4pi
∫ (
1
4
R+
1
2
〈dφ, dφ〉+ V (φ)
)√
|g| d4x, (1)
106
ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÃÐÀÂÈÒÈÐÓÞÙÅÃÎ... 107
ãäå èñïîëüçîâàíà ãåîìåòðè÷åñêàß ñèñòåìà åäèíèö (G = 1, c = 1), ñêîáêè 〈 , 〉 îáî-
çíà÷àþò ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, à V (φ) - ïîòåíöèàë ñàìî-
äåéñòâèß íåéòðàëüíîãî ñêàëßðíîãî ïîëß.
Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëßþò ÷àñòèöåïîäîáíûå ñòàòè÷åñêèå ñôåðè÷åñêè-ñèì-
ìåòðè÷íûå ðåøåíèß ñâßçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è äèíàìè÷åñêîãî
óðàâíåíèß äëß ñêàëßðíîãî ïîëß, âîçíèêàþùåé ïðè âàðüèðîâàíèè äåéñòâèß (1).
Òàêèå ðåøåíèß ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíû èìåòü íåòðèâèàëüíóþ òîïîëîãèþ ïðî-
ñòðàíñòâåííîïîäîáíîãî ñå÷åíèß, îðòîãîíàëüíîãî ê âðåìåíèïîäîáíîìó ïîëþ Êèë-
ëèíãà ∂t, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè ñîäåðæàò ãîëóþ ñèíãóëßðíîñòü [6].
Åäèíñòâåííûé èçâåñòíûé êëàññ ðåøåíèé [4, 5, 6, 7] ñîäåðæèò òîïîëîãè÷åñêóþ ðó÷-
êó (wormhole), ñâßçûâàþùóþ äâå àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêèå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ñ òîïîëîãèåé R × R3#RP3. Èíòåðïðåòàöèß òîïîëîãè÷åñêîé ðó÷êè êàê
÷àñòèöû âûçûâàåò ñåðüåçíûå òðóäíîñòè âñëåäñòâèå íåâîçìîæíîñòè ïîãðóæåíèß
ðåøåíèß â R4 è íåîáõîäèìîñòè èçíà÷àëüíîãî ïðåäïîëîæåíèß î ìíîãîñâßçíîñòè
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ìíîãîîáðàçèß.
Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèß ñ òîïîëîãèåé R×R3#RP3 è ôèçè-
÷åñêè ðàçóìíûìè ïðåäïîëîæåíèßìè îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèé. Çàïèøåì ìåòðèêó
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â âèäå
g = A2dt⊗ dt−B2dr ⊗ dr − C2(dθ ⊗ dθ + sin2 θ dϕ⊗ dϕ), (2)
îñòàâëßß ñâîáîäó â âûáîðå êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèß, à êîìïîíåíòû òåíçîðîâ áóäåì
îòíîñèòü ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó
e0 =
1
A
∂t, e1 =
1
B
∂r, e2 =
1
C
∂θ, e3 =
1
C sin θ
∂ϕ. (3)
Ïðè çàïèñè è àíàëèçå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà áóäåì ñëåäîâàòü ìåòîäó, ðàçâèòî-
ìó â ðàáîòàõ [8, 9] äëß èññëåäîâàíèß ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà-ßíãà-Ìèëëñà.
Â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè A, B, C è ïîëå φ çàâèñßò òîëüêî îò
ïåðåìåííîé r. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà
T =
1
4pi
[
−dφ⊗ dφ+ g
(
1
2
〈dφ, dφ〉+ V
)]
äèàãîíàëåí, à ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è óðàâíåíèß äëß ñêà-
ëßðíîãî ïîëß ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
−2C(1)(1)
C
−
C2(1) − 1
C2
= −φ2(1) + 2V, (4)
2
A(1)C(1)
AC
+
C2(1) − 1
C2
= −φ2(1) − 2V, (5)
φ(1)(1) +
(AC2)(1)
AC2
φ(1) +
dV
dφ
= 0, (6)
ãäå, êàê îáû÷íî, èíäåêñ â êðóãëûõ ñêîáêàõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ
ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñíîãî ïîëß (3), íàïðèìåð, φ(1) ≡ e1(φ) = (1/B)∂rφ. Äâà
äðóãèõ íåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèß Ýéíøòåéíà ñîâïàäàþò è ßâëßþòñß ñëåäñòâèåì
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óðàâíåíèé (4)  (6) â ñèëó òîæäåñòâà Áèàíêè è êîíñåðâàòèâíîñòè òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà.
Åñòåñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèåì îá èíâàðèàíòíîñòè ëàãðàíæèàíà îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèß φ 7→ −φ è êîðîòêîäåéñòâóþùåì òèïå âçàèìîäåéñòâèß íàêëàäûâà-
þò ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèß íà âèä ïîòåíöèàëà V (φ). Òðåáîâàíèå àíàëèòè÷íî-
ñòè ðåøåíèß íà áåñêîíå÷íîñòè ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ñòåïåííîé àñèìïòî-
òèêè, ïðè÷åì ôóíêöèè φ(1) è V äîëæíû áûòü ïîðßäêà O(r−6) ïðè r → ∞. Íåïî-
ñðåäñòâåííûé àíàëèç àñèìïòîòèêè ñ ïîìîùüþ ðßäîâ ïî ñòåïåíßì 1/r ïîêàçûâàåò,
÷òî íàèáîëåå ïðîñòîé ïîòåíöèàë, óäîâëåòâîðßþùèé óêàçàííûì òðåáîâàíèßì, èìå-
åò âèä ïîëèíîìà øåñòîé ñòåïåíè:
V =
1
6µ2
(
φ2 − p2)3 . (7)
Âàêóóìíîå ñîñòîßíèå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ßâëßåòñß íåòðèâèàëüíûì (p 6= 0), à äîïîë-
íèòåëüíûå ÷ëåíû âûøå øåñòîé ñòåïåíè ïî φ, êîòîðûå ìîæíî âêëþ÷èòü â ïîòåíöè-
àë, íîñßò ÷èñòî ïåðòóðáàòèâíûé õàðàêòåð è íà êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèß íå
âëèßþò. Äàëåå, äî îáñóæäåíèß ðåçóëüòàòîâ, ìû òàêæå ïîëàãàåì µ = 1, ïîñêîëüêó
óðàâíåíèß (4)  (6) ìàñøòàáíî èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß
V˜ = V µ2, C˜ = C/µ, r˜ = r/µ .
ßâíîå çàäàíèå òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ìíîãîîáðàçèß M ßâëß-
åòñß íåîáõîäèìûì ýëåìåíòîì ïîñòàíîâêè çàäà÷ â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè,
îáåñïå÷èâàþùèì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèß. Â íàøåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-ïî-
äîáíîå ñå÷åíèå ñ òîïîëîãèåé R3#RP3 óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâî R3 \ B3/∼, ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëßåòñß åñòåñòâåííûì äåé-
ñòâèåì ãðóïïû Z2 íà ãðàíèöå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû óäàëßåì èç R3 îòêðûòûé
øàð è îòîæäåñòâëßåì ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ãðàíè÷íîé ñôåðû. Èç äàííîãî ïî-
ñòðîåíèß è òåîðåì î êëàññèôèêàöèè ñôåðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì [10]
ñëåäóåò, ÷òî òàêàß òîïîëîãèß ßâëßåòñß åäèíñòâåííîé, äîïóñêàþùåé ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íûå è, îäíîâðåìåííî, ÷àñòèöåïîäîáíûå ðåøåíèß óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà.
Íåòðèâèàëüíîñòü òîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèß M äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðè-
âàòü ïîëå φ êàê ñå÷åíèå îäíîìåðíîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèß Φ =
(M,R,Z2) ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z2, ê êîòîðîé ðåäóöèðóåòñß ëþáîå òàêîå ðàñ-
ñëîåíèå. Îáû÷íî ñêàëßðíîå ïîëå ðàññìàòðèâàþò êàê ñå÷åíèå òðèâèàëüíîãî ðàññëî-
åíèß M × R, òî åñòü êàê ôóíêöèþ íà M , ïîñêîëüêó ëþáîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
íàä M ≈ R4 òðèâèàëüíî. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé, óäîâëå-
òâîðßþùèõ óêàçàííûì âûøå òðåáîâàíèßì.
Âûáèðàß íàM åñòåñòâåííûé àòëàñ èç øåñòè êàðò ñî ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòà-
ìè, â êîòîðûõ óãëîâûå êîîðäèíàòû îãðàíè÷åíû íà øåñòü ñòàíäàðòíûõ ïîëóñôåð
ãðàíè÷íîé ñôåðû íåôàêòîðèçîâàííîãî ìíîãîîáðàçèß R3 \ B3, ìîæíî ïîñòðîèòü
ëîêàëüíóþ òðèâèàëèçàöèþ ðàññëîåíèß Φ, ñîãëàñîâàííóþ ñ äàííûì àòëàñîì. Íåðâ
ïîêðûòèß M è íàáîð ôóíêöèé ïåðåõîäà â ðàññëîåíèè Φ èçîáðàæàþòñß îäíèì è
òåì æå ãðàôîì (Ðèñ. 1) â êîòîðîì ýëåìåíòû +1 è −1 ãðóïïû Z2 ñîïîñòàâëßþòñß
ñïëîøíûì è øòðèõîâûì ðåáðàì ñîîòâåòñòâåííî.
Êàæäàß ïàðà âåðøèí ãðàôà ñâßçàíà ðåáðîì. Îíè îïðåäåëßþò çíàêè â ôóíê-
öèßõ ïåðåõîäà φ(2) = ±φ(1), r(2) = ±r(1), à òàêæå çíàê ßêîáèàíà îòîáðàæåíèß(
θ(1), ϕ(1)
)→ (θ(2), ϕ(2)) íà ïåðåñå÷åíèè ëþáîé ïàðû êàðò.
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Ðèñ. 5: Íåðâ ïîêðûòèß ìíîãîîáðàçèß M è íàáîð ôóíêöèé ïåðåõîäà ðàññëîåíèß Φ.
Íå òåðßß îáùíîñòè, ìîæíî âûáðàòü êîîðäèíàòó r ðàâíîé íóëþ äëß êàæäîé
ïàðû îòîæäåñòâëåííûõ òî÷åê ãðàíè÷íîé ñôåðû, òî åñòü âî âñåõ òî÷êàõ ïîäìíî-
ãîîáðàçèß R × RP3 ⊂ M . Íàëîæèì êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå B = 1/A íà ìåòðèêó
(2), ãàðàíòèðóþùåå øâàðöøèëüäîâó àñèìïòîòèêó íà áåñêîíå÷íîñòè è äîïóñêàþ-
ùåå ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèß â îòñóòñòâèå ãîðèçîíòà ñîáûòèé. Îáîçíà-
÷àß øòðèõîì ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòå r, ìû ìîæåì çàïèñàòü âûòåêàþùèå èç
òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè è íåâûðîæäåííîñòè ìåòðèêè ãðàíè÷íûå óñëîâèß äëß òðåõ
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé B, C è φ:
B
′
(r=0) = 0, C
′
(r=0) = 0, φ(r=0) = 0. (8)
Îòìåòèì, ÷òî ïðè V (φ) = 0 ëåãêî ïîëó÷èòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
òî÷íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (4)  (6), óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèßì (8) è ñîâìåñòèìûõ
ñ çàäàííîé òîïîëîãèåé ìíîãîîáðàçèß M :
A = B = 1, C =
√
r2 + α2, φ = arctg
r
α
.
Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ðåøåíèß íå óäîâëåòâîðßþò ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå
àñèìïòîòè÷åñêèì óñëîâèßì.
Äëß ïîòåíöèàëà â ôîðìå (7) ñèñòåìà óðàâíåíèé (4)  (6), çàïèñàííàß îòíî-
ñèòåëüíî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé r ñ ó÷åòîì êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèß B = 1/A,
ïðèìåò âèä
C
′′ − φ′2C = 0, (9)
C
′ b
′
b
− φ′2C − C
′2
C
+
b
C
− 1
3
bC
(
φ2 − p2)3 = 0, (10)
φ
′′
+
(
2
C
′
C
− b
′
b
)
φ
′
+ b φ
(
φ2 − p2)2 = 0, (11)
110 ÍÈÊÎÍÎÂ Â.Â., ÖÈÐÓËÅÂ À.Í., ×ÅÌÀÐÈÍÀ Þ.Â.
ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå b = B2, à óðàâíåíèå (9) ïðåäñòàâëßåò ñóììó óðàâíåíèé
(4) è (6). Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó íà ïîëóïðßìîé äëß ñèñòåìû
ïßòîãî ïîðßäêà (9)-(11) ñ äâóìß îñîáûìè òî÷êàìè r = 0, ∞.
Ìû íà÷èíàåì ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïðåäñòàâëåíèß íåèçâåñòíûõ ôóíê-
öèé ðßäàìè â îñîáûõ òî÷êàõ. Ïåðâûì øàãîì ßâëßåòñß ïîäñòàíîâêà ðßäîâ ñ íåîï-
ðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âìåñòî C, b è φ â óðàâíåíèß (9)-(11) è ïîñëåäîâà-
òåëüíîå ðåøåíèå (ðåêóððåíòíûõ ïî ïîðßäêó ðàçëîæåíèß) ñèñòåì óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðßäîâ. Îêàçûâàåòñß, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðßäîâ çàâèñßò
îò ïßòè ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ a, p, r0, s, φ
′
0, à ðàçëîæåíèß â îñîáîé òî÷êå r = 0
èìåþò âèä
C = s+
1
2
sφ
′
0
2
r2 − 1
24
7s3p6 + 6s3p4 + 9s
s2p6 + 3
φ
′
0
4
r4 + . . . ,
b =
3s2φ
′
0
2
s2p6 + 3
− 3s
4p6
s2p6 + 32
φ
′
0
4
r2 + . . . ,
φ = φ
′
0r −
1
6
4s2p6 + 3s2p4 + 6
s2p6 + 3
φ
′
0
3
r3 + . . . . (12)
Àíàëîãè÷íî, â áåñêîíå÷íîé òî÷êå
C = r + r0 +
1
12p6r3
+ . . . ,
b = 1 +
a
r
+
a (a− r0)
r2
+
a (a− r0)2
r3
+ . . . ,
φ = p− 1
2p3r2
− a− r0
p3r3
+ . . . . (13)
Â ïàêåòå MAPLE ýòè ðàçëîæåíèß ïîëó÷åíû äî ïîðßäêîâ r20 è r−20 ñîîòâåòñòâåííî
ñ öåëüþ, âî-ïåðâûõ, ïðîâåðêè ñõîäèìîñòè ðßäîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòßõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ è, âî-âòîðûõ, äëß äîñòèæåíèß íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé.
Ïîñëå ïðèâåäåíèß ñèñòåìû (9)-(11) ê íîðìàëüíîé ôîðìå è ïåðåõîäà ê êîíå÷íî-
ìó îòðåçêó [r1, r2], r1 > 0, ìû ïîëó÷èì ñïåêòðàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëß ñèñòåìû
ÎÄÓ ïßòîãî ïîðßäêà. Äëß ðåøåíèß çàäà÷è ïðèìåíåí ìåòîä ñòðåëüáû èç ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê ñ ïîñëåäóþùåé ñøèâêîé ðåøåíèé â ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå ïîñðåäñòâîì
ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè â ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå äî çíà÷åíèß ðåàëüíîé òî÷-
íîñòè
(
10−15
)
÷èñëåííîãî ðåøåíèß óðàâíåíèé. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëßåò ßâíî ó÷åñòü
ñïåêòðàëüíûé õàðàêòåð çàäà÷è, îñîáåííî â ñëó÷àßõ, êîãäà ñïåêòð ïðåäïîëàãàåòñß
äèñêðåòíûì: ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèè äëß ñøèâêè ïßòè íåèç-
âåñòíûõ ôóíêöèé C, C ′ , b, φ, φ′ íåîáõîäèìî èìåòü êàê ìèíèìóì ïßòü ñâîáîäíûõ
ïàðàìåòðîâ äëß âàðüèðîâàíèß óñëîâèé â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.
Åñëè φ → p > 0 ïðè r → ∞, òî óñëîâèß ìèíèìóìà φ′ = 0, φ′′ = 0, ìîãóò
áûòü âûïîëíåíû, êàê ýòî ñëåäóåò èç (11) è (13), òîëüêî ïðè φ < 0. Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèß ñïðàâåäëèâû äëß òî÷êè r = 0. ×èñëåííûé àíàëèç ðàçëîæåíèé (12),
(13), èõ ïðîèçâîäíûõ φ′ è φ′′ , à òàêæå èõ àíàëèòè÷åñêèõ ïåðåðàçëîæåíèé â ïðîìå-
æóòî÷íûõ òî÷êàõ, ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå, ñ
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òî÷íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîãî èçìåíåíèß çíàêà ó φ, φ′0 è p, ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå çíà÷åíèßì ïàðàìåòðîâ
a = 0.983, p = 0.898, r0 = 1.475, s = 1.941, φ
′
0 = 0.924 . (14)
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 2.
b(r=0)
2
1.75
1.5
1.25
1
b
S 5 10 15 20 25 30
C
P
0
0.25
0.50
0.75
1
Ô
S 3 6 9 12 15
C
Ðèñ. 6: Ãðàôèêè ôóíêöèé b(C) è φ(C).
Äëß òàêèõ ãðàâèòèðóþùèõ ïîëåé êàê êàëèáðîâî÷íûå ïîëß èëè õèããñîâñêèå
áîçîíû, ìîäåëèðóþùèõ îñíîâíûå ýôôåêòû â Ñòàíäàðòíîé Ìîäåëè, õàðàêòåðíî
ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ñïåêòðà [11]. Îòñóòñòâèå êîëåáàòåëüíûõ ìîä â íà-
øåì ñëó÷àå îïðàâäûâàåò ïðåäïîëîæåíèå î ÷èñòî ãðàâèòàöèîííîì, ïî÷òè óïðóãîì
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâåðõñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè ïîñòðîåííîé êâàçè÷àñòèöû ñ äðó-
ãèìè ÷àñòèöàìè. Äëß îöåíêè çíà÷åíèé ìàññû è ðàçìåðîâ êâàçè÷àñòèöû â îáû÷íîé
ñèñòåìå åäèíèö, íåîáõîäèìî óìíîæèòü φ è p íà χ−1/2, à C, a, s, r0  íà χµ, ãäå
χ = G/c4 ' 10−49 ñì/ýðã (∼ 10−54 ñì/Ìýâ), µ  êîýôôèöèåíò ñàìîäåéñòâèß â ïî-
òåíöèàëå (8), êîòîðûé ßâëßåòñß, êàê óêàçàíî âûøå, ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì âñëåä-
ñòâèå ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå
äëß ìåòðèêè ñîãëàñîâàíî ñ øâàðøèëüäîâñêîé àñèìïòîòèêîé, òî a = 2mG/c2, ãäå
m  ãðàâèòàöèîííàß ìàññà êâàçè÷àñòèöû. Ïîëó÷åííîå â (14) çíà÷åíèå a ∼ 1 (â
îáû÷íûõ åäèíèöàõ a ∼ χµ) äàåò µ ∼ mc2, à ðàçìåð êâàçè÷àñòèöû Cmin = s ∼ χµ.
Îáñóæäåíèå êîñìîëîãè÷åñêèõ ñëåäñòâèé âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû, îä-
íàêî ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ ñðàâíåíèå êâàçè÷àñòèöû ñ èíôëàòîíîì  êâàíòîì âå-
ùåñòâåííîãî ñêàëßðíîãî ïîëß, êîòîðîå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ââîäèòñß â îäíîé èç
íàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíûõ ìîäåëåé èíôëßöèè â ðàííåé Âñåëåííîé [12]. Ïðåäïî-
ëàãàåìàß ìàññà èíôëàòîíà ðàâíà ïëàíêîâñêîé ìàññå, mpc2 ∼ 1022Ìýâ, ïîýòîìó
äëß m = mp ìû èìååì s ∼ 10−32ñì. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð ¾òîïîëîãè÷åñêîé
ñåðäöåâèíû¿ êâàçè÷àñòèöû îêàçûâàåòñß ïîðßäêà ïëàíêîâñêîé äëèíû. Ýòî âåñüìà
ñóùåñòâåííîå îáñòîßòåëüñòâî êîñâåííî óêàçûâàåò íà âíóòðåííþþ ñîãëàñîâàííîñòü
ìîäåëè.
Çàêëþ÷åíèå. Ðåàëèñòè÷íîñòü ïîñòðîåííîé ìîäåëè êâàçè÷àñòèöû ãðàâèòèðó-
þùåãî âåùåñòâåííîãî ñêàëßðíîãî ïîëß ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà òîëüêî â ðàìêàõ
êîñìîëîãè÷åñêîé òåîðèè â öåëîì. Îäíàêî îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû
íå çàâèñèò îò ìåíßþùèõñß ïðåäñòàâëåíèé ñîâðåìåííûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé î ñîäåðæàíèè è ñâîéñòâàõ ýêçîòè÷åñêîé ìàòåðèè âî Âñåëåííîé è ñîñòîèò â
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äåìîíñòðàöèè ñóùåñòâîâàíèß ÷àñòèöåïîäîáíûõ ðåøåíèé ñ íåòðèâèàëüíîé òîïî-
ëîãèåé. Â ïðèíöèïå àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äëß ãðàâèòèðóþ-
ùèõ ïîëåé ëþáîãî òèïà, â òîì ÷èñëå è ñïèíîðíûõ, ïîñêîëüêó äâà ïåðâûõ êëàññà
Øòèôåëß-Óèòíè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ìíîãîîáðàçèß M ðàâíû íóëþ (ýòî
ëåãêî ïðîâåðßåòñß) è îíî äîïóñêàåò ñïèíîðíóþ ñòðóêòóðó. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì
ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå êâàçè÷àñòèöû îò ðåøåíèé òèïà òîïîëîãè÷åñêèõ ðó÷åê
(ñì., íàïðèìåð, [13] è öèòèðóåìûå òàì ðàáîòû), àññîöèèðóåìûõ ñ ¾ïåíîîáðàçíîé
ñòðóêòóðîé¿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è äðóãèìè ãèïîòåçàìè, ëåæàùèìè âíå ðàìîê
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Î÷åíü âàæíî òàêæå, ÷òî ðàññìîòðåííàß òîïîëîãèß ìíî-
ãîîáðàçèß M äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä
M , ïîñêîëüêó ñðåäè èçâåñòíûõ ðåøåíèé òîëüêî ìîíîïîëè îáëàäàþò òàêèìè ñâîé-
ñòâàìè, íî îíè ñîäåðæàò ñèíãóëßðíîñòü â öåíòðå. Ýòî äàåò îñíîâàíèß ñ÷èòàòü,
÷òî èñïîëüçîâàííûé ìåòîä îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ïåðñïåêòèâîé äëß èçó÷åíèß êàê
èíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé, ñ îòêàçîì îò ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè,
òàê è ãðàâèòèðóþùèõ ïîëåé äðóãèõ òèïîâ.
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